ReSeni 5. Série

Uloha 1. Na mapé€ jsou poklady, pirati, utesy a proudy. Krizek oznacuje, kde zac¢inas. Mds
maximdlné 25 kol na sebranim vsech 4 pokladu. Nesmis se pritom setkat s pirdty a narazit
do ttesu (stoupnout na stejné pole). Pirdti krouzi kolem pokladu po sméru hodinovijch
rucicek, kazdé kolo se pohnou o jedno policko (tj. za 8 kol ho obeplugi cely). Ty se muzes
pohybovat vodorovné nebo svisle, vidy o jedno pole za kolo nebo muzes zistat libovolny
pocet kol na misté. Utesy zustavagi na misté, ale na jeho sousednich polich (dotykajicich
se stranou nebo rohem) nesmis cekat, muzes pres né pouze projit. Kdyz stoupnes na proud,
tak té muze urychlit libovolnym smérem o 1 policko, tj. muzes jit dalsi kolo az o dvé policka,
ale na policku proudu nelze vyckdvat (proud té posune tak jako tak alespori o 1 pole). Na
piraty nemd proud viiv. Popis celou svou cestu.
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Jedno z moznych feseni je tato sekvence pohybi:

doleva, nahoru, doleva, nahoru, doleva, doleva, (poklad), nahoru, nahoru, nahoru,
doprava 2x, (po proudu), doprava 2x, dolu, (poklad), ¢ekés, doleva, doleva, nahoru, doleva
2x, nahoru 2x, (poklad), dolu, dolu, doprava 2x, doprava 1x (pomalejsi verze na proudu),
doprava, nahoru 2x, nahoru, (poklad)

Efektivni zpusob feseni je postup od pokladu k pokladu (na etapy). Zjistime nejkratsi
cestu od startu k blizsim dvéma pokladum (k vzdalenéjsim je cesta podstatné delsi a lze
jiz odhadnout neispéch) a pohyb piratu poté pii dalsich presunech zakreslime jiz jako
vychozi postaveni na blizsim pokladu pro lepsi predstavu.

Uloha 2. Meégme mensi kolecko a vétsi kolecko. Mensi kolecko ma na obvodu jeden bod,
ktery zanechdvd na vétsim kolecku otisk, kdyzZ se ho dotkne. Jestlize chceme na vétsim
kolecku vytvorit prdvé 8 otiski tvoricich vrcholy pravidelného 8-iuhelniku tak, Ze budeme
mensi kolecko obtdcet po vétsim, jak velky musi byt polomeér mensiho kolecka v zdvislosti
na polomeéru vétsiho kolecka? Najdi vSechny moznosti.

Oznacme polomér vétsiho kolecka m a polomér mensiho kolecka n. Obvod obou kolecek

je tedy 2mm a 27wn. Prvni, co nas napadne, je, ze kazdé otoceni malého kolecka o 360°
udéld otisk vzdaleny od minulého otisku % obvodu velkého kolecka, ¢imz se po osmi
otocenich dostaneme na vychozi pozici a mame splnéno. V takovém piipadé musi platit
2mn = 27Tm - %, kde ndm 27 vypadne a dostaneme n = im, ¢ili polomér mensiho kolecka

8
je osmina poloméru vétsiho kolecka.



Ovsem zadani ndm napovi, Zze nejsme hotovi. Mens{ byt polomér nemiize, nebot
bychom vytvorili vic nez 8 otisk1, a zaroven musi byt polomér mensi nez polomeér vétsiho
kolecka. Vime, Ze otisky od sebe maji byt vzdaleny osminu poloméru vétsiho kolecka
a muzeme si toto oznacit za vlastni délku d. V nasem vyteseném pripadé délalo mensi
kolecko otisk po kazdé ujeté délce d. Mohlo by to vsak brat i po vice. V takovém piipadée
vSak nesmi byt pocet d, které ujede, nez udéla otisk, soudélny s po¢tem chténych otisku,
nebotf bychom pak mohli tocit dle libosti a méli bychom stéle stejny pocet otiskil nizsi
nez 8. Hledame tedy ¢isla od 1 do 8 nesoudélna s 8, coz jsou tedy 1, 3, 5 a 7. To znamen4,
ze mensi kolecko muze mit stejné tak polomér %m, gm a %m a toto jsou vSechny ctyfti
varianty, které vyhovuji zadani.

Uloha 3. Dokaste, ze plati nerovnost: (z+y)(2x—y)+Br—y)y > (z+y)(z—y)— (2y—4z)y
kde x a y jsou redlnd cisla.

Po jednoduchych tipravach dostaneme, Ze 2%+ 4% > 0, coz trividlné plati, nebot druhé
mocniny, jsou vzdy nezaporna cisla.

Uloha 4. Vétrdk md 4 stejné lopatky (viz obrdzek) tvorici kruhové vysece s uhlem 45°.
Mezi nimi jsou 4 stejné velké mezery. Veétrdk se otdci rychlosti 13 otdacek za sekundu. Jsi
sikovny a dokdZes do néj stréit ruku prdveé na jednu setinu. Jakd je pravdépodobnost, Ze
se nezranis, kdyz takto ucinis v ndhodnou chvili? (Zranéni nastane, kdyz se ruka dotkne
lopatky).

Kazda vysec¢ lopatky ma ze zaddni ihel 45°. Zbyva tedy 360° — (4 - 45) = 180° na
mezery. Jsou ¢tyfi a stejné velké, tudiz ma kazda taktéz % = 45°. Tedy jedna mezera,
ve které se musi ruka na dobu jedné setiny udrzet je % kruhu.

Pravdépodobnost neni nutno pocitat, protoze lze jednoduse zjistit, ze % = 0,13,
tzn. takova cast z celé kruznice prijde do kontaktu s rukou. Vzhledem k tomu, ze velikost
mezery (3) je v desetinnych éfslech 0, 125, nenf sance aby nedoglo k zranéni protoze 0,13 >
0,125. Pravdépodobnost zranéni je tedy 0

I kdyby velikost mezery odpovidala piesné, musime zohlednit tloustku ruky a to, Ze by
i tak doslo k jeji celkové amputaci. I s dostatec¢nou rezervou pro ruku ovSem tuto ¢innost
nedoporucujeme, pravdépodobnost sice neni nulova, ale stoprocentni také ne, nehledé na
to, ze stale operujeme s velice pochybnym ¢asem jedna setina.

Uloha 5. 7 subjekti ma byt ockovdno.
A: Nebudu ockovdn, pokud se mnou nepujdou alesponi dal$i tri, co mé odnesou az
omdlim.



B: Pujdu jenom, pokud pujdou vsichni.

C: Nepujdu, pokud pujde A nebo B.

D: Pujdu jen tehdy pokud se mnou pujde F.

E: Nechci bijt lichy. Pujdu jen tehdy pokud pocet subjekti 1 se mmou, co bude ockovdno,
bude sudyj.

F: Mdam trochu socidlni fobii, nezvlddnu vic nez 2 dalsi subjekty.

G: V Zadném pripadé nepiujdu, pokud tam bude D.

Jaky je nejuétsi pocet subjekti, kterou muzeme nechat ockovat, pokud mdme dostatek
penéz na to, abychom podplatili nejuys jeden subjekt, aby prehlédl své ndroky a Sel?

Urcité nepujde, abychom na ockovani dostali vsech 7. Jsou tam dva, ktefi maji problémy
s tim, ze nékdo pujde a oba dva bychom nepodplatili.

6 subjektu taky na ockovani nedostaneme, protoze B by neslo, F by taky neslo a pak
by neslo ani D. Coz by se dalo vyftesit tim, ze podplatime F. A by s tim problém nemél,
ale C zase nepujde, protoze pujde A. 6 subjektu taky nepujde.

Pti pocétu 5 subjektu nebude chtit jit B a E a F, proto by neslo D. Dalo by se to
vytesit podplacenim F, pak by byl ale problém s C, které tam nebude chtit jit kvali A. 5
subjektu taky nemuzeme naockovat.

Pi1 poctu 4 subjektu by urcité nesel: B a F. Kvuli F by nesel D. E je bezkonfliktni,
toho na ockovani muzeme poslat. Protoze D nepujde muze jit na ockovani i G. Zbyva A
a C. C nebude chtit jit, protoze by slo A. Muzeme ale podplatit C. Pak by na oc¢kovani
sli A, C, E aG.

Uloha 6. Je ddn c¢tyrihelnik ABCD, piicemz |AB| = 8 a |BC| = 15 a |AC| = 17. Urcete
vsechny mozné délky zbyvagicich stran, jestliZe vite, Ze jsou celociselné a ctyruhelniku se
dd opsat kruznice.

Klicové v tloze je povsimnuti, Ze trojihelnik ABC je pravouhly, nebot z Pythagorovy
véty 82 + 152 = 172. Protoze vime, Ze bod D lezi na kruznici opsané, znamend to, ze lezi
na Thaletové kruznici nad prumérem AC. To znamend, Ze trojuhelnik ACD je pravouhly s
preponou AC. Hleddme tedy pfirozend &isla a, b takova, ze a? +b* = 172 = 289. Moznost{
neni piili§, a tak netrva dlouho, nez zjistime, ze vyhovuje jedind dvojice, a to dvojice,
kterou jsme méli jiz v zaddni —[8; 15].

Uloha 7. Dokazte, e dvojnasobek souctu hodnot vsech karet karetni postupky je délitelny
jegich poctem.

Pro feseni je nejprve nutné, odvodit si vzorec souctu fady 1 + 2 + 3AAAn. Soucet
této fady oznacme N. Nyni vytvoime novou fadu, jejiz kazdy c¢len bude roven n + 1 se
stejnym poctem clenu. Jeji soucet oznaéme M. Vyjadiime si rozdil M — N:

n+l1-14+n+12+n+13AAAn+1-n=n+n1+n2AAA1

Tato tada zac¢ina n a kon¢i 1. Vsechny intervaly mezi cleny jsou 1. Muzeme tedy
prohlasit, ze je rovna na$i puvodni fadé: N = M — N. Kdyz nyni vyjadiime M, muzeme
N zapsat jako %

M=n+14+n+1+n+1AAAn+1=nn+1



Z toho tedy vyplyva, ze 1 + 2+ 3AAAn = nn + 12, coz je vzorec, ktery vétsina z vas
duveérné zna.

V nasi dloze potiebujeme vyjadrit soucet S =a+ (a+ 1)+ (a +2)(a +n — 1), kde a
je pocatecni ¢len a n je pocet clenu rady. Vyraz vyjadiime jako:

S=na+[1+24+3+(n—-1)]=na+(n—1)n2

Alespon jedno ¢islo z dvojice n — 1 a n musi byt sudé, tedy vysledny soucet je vzdy
celociselny. Je vsak zrejmé, ze z néj muzeme vytknout n, a tedy ho n déli. Jsme v cili.



